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两点法边角后方交会的直接解算及其实际应用
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本文介绍了双点边角后方交会的直接解法，该法具有简便、可行且点位精度能满足工程测量要求的特

点。同时对测站点的测设提出一些实用的建议，供参考。
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引言

利用两个以上已知控制点确定两个待定点的双点后

方交会作为控制网点的加密，是一种比较有利和方便的

方法。尤其随着全站仪的普及应用，采用双点边角后方

交会法，则更显出其优越方便之处，这种加密布设不仅

布点灵活、方便，还具有精度优良的特点。可以在城市

与工程测量控制网加密中予以广泛应用。

正如所知，对于双点边角交会网（点）其角度观测

值是以角秒为单位，而其边长观测值则是以长度为单

位，两者是属于两类量纲，当采用边角统一平差时，应

选用恰当的定权方式，才可获得满意的平差结果，且平

差计算过程也比较繁冗。为了简化计算，本文给出了一

种直接、简便，且能获得满意结果的直接解算方法。同

时对实际应用提出一些建议，供参考。

1 基本原理

基本网形

根据两个以上已知控制点（控制点之间可以不通

视），以边角后方交会的网形，布设加密控制网（点）P1

和P2。这样便具有如图1-图6几种常用的网形。

图1

图2

图3

图4

图5

图6
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现就直接解算方法详细论述于后。

双点边角后方交会网（点）的直接计算

对于所布设的图1-图6的双点边角后方交会网形，

可以认定为是测角后方交会网（点）和测边后方交会网

（点）的组合。于是依文献〔5、6〕可以认知，测角后方

交会网（点）和测边后方交会网（点）所得的点位可以

相当于独立观测的函数，从纯量意义上来说，边角交会

网（点），大约相当于测角交会网（点）和测边交会网

（点）的加权平均值，而其点位误差也应是两者的加权

平均值。

这样如前述，对于如图1-图6的双点边角后方交会网

（点）的计算，则可分解为双点测角后方交会网（点）

和双点测边后方交会网（点）分别进行表述。

（1）双点测角后方交会网（点）的计算

为便于推导和运用，现以图1的交会网形作为基本图

形进行论述。

如图7，图中A、B、C、D为已知控制点，P1和P2为

两个待定的后方交会点。依图，观测了β1、β2、β3、β4各

观测角，见图7所示，依双点测角后方交会法加以解算。

这样根据文献〔3〕依图7可以写出关系式如下：

图7

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

这里TDB为已知点D至B方向的坐标方位角，α1、α2、

α5分别为B-P1、P2-D和P1-P2的方位角。

这样，在（2）式中乘以sinα5与（3）式中乘以cosα5

后相减便有

由（5）式可得

（8）

而 （9）

把（8）式代入（7）式后便有

（10）

依图7可写出

（11）

把（11）式代入（10）后，由于 ，则

这样经归项整理便可写出

（12）

式中令

（13）

展开（12）式并经归项整理可得

（14）

同理，在（8）式的第三式中顾及（1）式，并设

，则有 以及 代入上列各

式经综合整理后可得[3]

（15）

这里可依（1）式和（6）式进行计算校核。

这里应该指出， 和 角依其不同的交会网形，其

角值可在0-360°范围内变动。而当 和 等于或接近90°

或270°时（此种情况在实地选点时可以预知），应将

（14）式和（15）式变换为 和 的形式计算。如果

时，该问题无解，应予避免。

这里还应该就实际应用中作如下说明：

为使（14）式和（15）式具有通用性，则对待定点

上的观测方向值和待求角 和 的方向顺序作以下规定：

β1为待定点P1上视准A点顺时针向至B点的方向值；
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β2为待定点P1上视准A点顺时针向至P2点的方向值；

β3为待定点P2上视准P1点顺时针向至D点的方向值；

β4为待定点P2上视准P1点顺时针向至C点的方向值；

为已知点A上自 方向顺时针向至 方向的角值；

为已知点C上自 方向顺时针向至 方向的角值；

对图2-图6几种常见双点测角后方交会网形的应用；

正如前述，为了使解算公式具有统一性，在解算时

各方向角值都应按上述的编序原则排序。

对于图2-图6的交会网形，由于设定D点与B点重合，

则 。这时令

（16）

于是（14）式和（15）式便可写成

（17）

（18）

因此可以看出，图2-图6的网形是图1（或图7）的几种

特例。这里还应指出，当求算出的 和 角出现负值时，则

应根据交会网形的实际情况来判定其实际的角度值。

依前述，这里再依图7，并令

， 则 有

这样在求算出 后便可采用在已知点A（C）和B

（D）上的角度前方交会法公式即通称的余切公式（亦

称戎格公式）直接求算P1和P2点的坐标。为方便计算本

文建议采用经改进的余切公式直接计算，依图7其计算

式为下：

对于（19）和（20）式中交会点A、B上的交会角，

应根据不同的网形，按前述规则，取用在A、B点上自已

知方向顺时针向至交会点方向的方向角值，参与计算。

（19）

（20）

这里应该说明，由于原有的余切（戎格）公式，在

计算时要遵循两个已知点A、B与待定点P之间，保持逆

时针的顺序，即A→B→P的顺序，方可解算出正确的结

果。而改进后的余切公式（19）式和（20）式与原有余

切公式不同之处在于：其一，已知点与待定点之间的顺

序无需一定要遵循逆时针向的排序。其二，原有的余切

（戎格）公式其交会角采用的是已知点上的前方交会

角，而改进后的余切公式则是用在已知点上以已知边为

起始方向至待定点方向的方向角值。

待定点P1、P2的点位中误差计算如下：

依文献[3]有

（21）

式中 为 边的方位角中误差，而

（22）

式中

（23）

而 —测角中误差（依仪器的标称精度）。

（2）双点测边后方交会的计算

如图8，A、B、C为已知控制点，P 1和P 2为待定

点， 为量测边。这样分别以

，采用二边交会方法直接计算出P1和P2点的近似坐

标 和 ，这样当采用间接观测平差时，

这里便存在一个多余观测值，于是可写出改正数方程式

如下： 图8
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（24）

式中α1—α5为S1—S5各边的近似的方位角，通过近似

坐标反算求得，其方向如图8中标示，而 （ 由

P1和P2点的近似坐标反算而得近似边长）。

依（24）式便组成法方程式如下：

（25）

为简化法方程式（25）的解算，这里令

（26）

再引入符号

（27）

而后通过相应置换整理便可写出直接解算式如下[3]

（28）

（29）

式中 （30）

依（27）式有

（31）

利用（28）、（29）式和（30）式计算的结果并依

（31）式代入（26）式便可写出[3]

（32）

这里令

（33）

于是（32）式便写成

（34）

依此便解得

（35）

这样利用（28）、（29）式和（30）式以及（33）、

（35）式计算的结果代入（31）式便可直接求算出待定点

P1和P2近似坐标的改正数 ，于是便有

（36）
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和 （37）

然后再将 代入（24）式，便可求

得各观测边的边长改正数 ，于是平差后的各边边长为

（38）

正如所知，对于双点测边后方交会，除图8的网形

外，在实际作业中尚常见有下列几种网形，如（图9—图

13）

图9

图10

图11

图12

图13

这里应该指出，为了使前面所推导的公式对各类交

会网形在计算时具有通用性，这里对 各角

的方向顺序作如下统一规定：

γ1角为在P1点上自S1边顺时针向至S2边；

γ2角为在P2点上自S3边顺时针向至S4边；

γ3角为在P1点上自S2边顺时针向至S5边；

γ4角为在P2点上自S5边顺时针向至S3边。

关于P1和P2点点位中误差计算式
[3]为：

（39）

和 （40）

这 为边长观测值单位权中误差

（41）

式中 —各观测边的边长改正数；

η—改正式方程式的数目（即观测边的个数）

τ—未知数的个数

上式中，N1，N2即（30）式的计算值，而

（42）

公式的推导过程参见文献[3]，这里从略。

（1）双点边角后方交会法待定点P1和P2的最终坐标及

其点位中误差的直接计算

如前述依文献[5、6]可以写出

待定点P1和P2的测角后方交会和测边后方交会所得坐

标的权分别为

（43）

而双点边角交会点P1和P2的坐标计算式分别为
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（44）

（45）

式中： 为（19）和（20）式计算

的测角后方交会的P1和P2点的坐标；

为（36）和（37）式计算的测边

后方交会的P1和P2点的坐标。

而P1和P2点的点位中误差计算式分别为

（46）

（47）

这样利用前述的（21）和（39）、（40）分别计算

的点位中误差代入（46）和（47）式便可求得双点边角

后方交会待定点P1和P2的最终点位中误差值。

结束语

综上所述可以看出，双点边角后方交会点随着两待

定点与已有控制点的相对关系可有多种的布网形式。因

此在布设上具有方便、灵活和作业量少的优点，文中所

列的几种常见网形，一般在保证测角和测边精度的情况

下都能获得较好的点位精度，可据实选用。

本文所介绍的双点边角法后方交会的直接解算方

法，具有简便、明晰的优点，其最终结果还具有综合测

角网和测边网各自对于点位误差有利方向互补的特点。

因此能具有有效地提高点位精度的效果，保证了最终的

结果精度能满足一定的要求。

为了保证双点边角后方交会网（点）具有较好的点

位精度，这里在布设上提出一些建议：双点边角后方交

会点的点位精度，与交会网形和四个交会角，尤其与已

知边所对的交会角大小密切相关。在两待定点上向两控

制点的方向之间的交会不宜过锐或过钝，一般以40°—

150°之间为宜。而待定点的精度还与两待定点之间的边

长大小有关。随着边长的增大其待定点的精度则会有所

降低。从实用上来说，为了充分发挥点位效果，其待定

点之间的边长，亦不宜过短，一般而言，其边长以等于

0.5S—2.0S为宜（S为已知边长度）。

总之，只要布网图形选择适当、合理，双点边角后

方交会法一般都可以获得满足相应精度的要求。
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