
教育理论与应用·2024� 第6卷�第6期

85

高中数学立体几何中的向量应用

陆丽敏
银川高级中学Ǔ宁夏Ǔ银川Ǔ750001

摘Ȟ要：高中数学立体几何中，向量方法的应用极大地简化了证明与求解过程。向量可用于证明线线、线面、面

面之间的平行与垂直关系，提供了直观且严谨的几何证明方法。向量在求解立体几何角度方面也具有显著优势，能

够准确求解异面直线所成角、直线与平面所成角以及二面角。其中法向量法和面积射影法是求解二面角的两种常用方

法，分别适用于不同情境。向量方法的应用使得立体几何问题的解决更加高效和准确。
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引言

立体几何作为高中数学的核心内容，涵盖了空间图

形的性质、位置关系及度量等多个方面。然而，传统的

几何证明方法往往显得繁琐且难以直观理解，给学生

的学习带来了不小的挑战。幸运的是，向量方法的引入

为立体几何问题的解决带来了革命性的变化。向量不仅

具有明确的代数表示，还能直观反映空间图形的几何特

征，为立体几何的证明与求解提供了全新的视角和方

法，极大地简化了问题解决的步骤，提高了学生的解题

效率。

1��向量在立体几何证明中的应用

1.1  证明线线平行与垂直
向量在立体几何中对于证明线线平行和垂直有着独

特的作用。在证明线线平行时，我们聚焦于直线的方向

向量，以正方体为例，正方体的每条棱都有其特定的

方向向量，这个方向向量是由棱在空间中的位置所确定

的，当我们要判断两条棱是否平行时，只需查看它们的

方向向量[1]。如果其中一条棱的方向向量是另一条棱方向

向量的某个倍数，这就意味着这两条棱是平行的。这种

基于向量关系的判断方式，与我们传统依靠图形直观想

象的方法不同。它不需要我们在脑海中构建复杂的空间

图形来推测两条直线是否平行，而是通过精确的向量计

算和关系来确定，大大提高了判断的准确性和效率。而

在证明线线垂直方面，向量的数量积成为了核心要素。

比如在三棱锥这样的立体图形中，当我们要证明其中两

条棱垂直时，首先要做的是求出这两条棱的方向向量。

这需要依据三棱锥顶点和棱的位置关系来确定。之后，

计算这两个方向向量的数量积。一旦数量积的值为零，

就能够确凿地证明这两条棱是垂直的。这种利用向量数

量积的方法，巧妙地避开了复杂的几何定理推导过程。

传统方法可能需要运用多个几何定理，经过多步推理才

能得出结论，而向量方法仅需简单的向量计算，极大地

简化了证明过程，为我们解决立体几何中的线线垂直问

题提供了便捷途径。

1.2  证明线面平行与垂直
在立体几何中，向量为证明线面平行与垂直提供了

清晰有效的途径。对于线面平行的证明，主要有两种向

量方法。其一，利用直线方向向量与平面法向量的关

系。平面的法向量垂直于该平面，若直线的方向向量与

平面法向量的数量积为零，这意味着直线与平面法向量

垂直，从而直线与平面平行。其二，在平面内寻找两个

不共线向量。若直线的方向向量可以由这两个平面内向

量线性表示，那么直线与该平面平行。以长方体为例，

长方体是规则图形，其顶点坐标容易确定，相应向量也

容易求出。当要证明某条棱与某个面平行时，我们通过

求出相关向量，然后运用上述方法进行判断。这种利用

向量关系的证明方式，相较于传统方法，充分利用了长

方体的规则性，避免了复杂的空间想象和几何关系推

导，使证明过程更加简便快捷。在证明线面垂直时，核

心思路是直线方向向量与平面法向量的平行关系。在棱

锥或棱柱这类立体几何问题中，我们首先要确定直线和

平面各自的相关向量。当直线的方向向量与平面的法向

量平行时，直线必然垂直于这个平面。在处理复杂的立体

几何图形时，这种基于向量的方法优势明显。传统方法可

能需要大量的辅助线构造和复杂的几何定理运用，而向量

方法只需关注向量之间的关系，能迅速帮助我们找到证

明的方向，大大简化了证明过程，提高了解题效率。

1.3  证明面面平行与垂直
（1）对于面面平行，关键在于两个平面的法向量。

平面的法向量是垂直于该平面的向量，它能很好地体现

平面的特性，当我们尝试证明两个平面平行时，只需对

它们的法向量进行比较，若两个法向量存在倍数关系，
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就意味着这两个平面是平行的[2]。以棱柱为例，棱柱作为

一种规则的立体几何图形，在判断其两个侧面是否平行

时，利用向量法十分便捷。我们首先建立合适的空间坐

标系，这需要依据棱柱的形状和已知条件来确定原点、

坐标轴方向等。接着，通过棱柱的顶点坐标求出两个侧

面的法向量。由于棱柱的规则性，这个过程相对简便。

求出法向量后，观察它们是否存在倍数关系，若有，则

可确定两个侧面平行。这种向量方法绕开了传统几何证

明中复杂的推理和想象过程，在处理棱柱这类规则图形

的面面平行问题时，效果非常显著，能让我们更高效地

得出结论。（2）在证明面面垂直方面，核心是两个平面
法向量的数量积。当两个平面的法向量数量积为零时，

这两个平面就是垂直的。在棱锥中，当判断两个相邻面

是否垂直时，可运用此原理。我们根据棱锥的几何结

构，比如顶点位置、棱的连接关系等，来确定两个相邻

面的法向量。然后计算这两个法向量的数量积。若数量

积为零，就能够证明这两个相邻面是垂直的。这种方法

无需像传统几何证明那样，去寻找复杂的线面关系、构

建辅助线等，大大简化了证明过程，使面面垂直的证明

更加简洁，提高了我们解决立体几何问题的效率。

2��向量在立体几何角度求解中的应用

2.1  求异面直线所成角
在立体几何中，求异面直线所成角是一个重要的问

题，而向量法为我们提供了一种有效的解决途径。当我

们利用向量来求解异面直线所成角时，核心是抓住异面

直线的方向向量，通过计算这两个方向向量夹角的余弦

值，为确定异面直线所成角奠定基础[3]。然而需要注意的

是，向量夹角的范围是[0,π]，但异面直线所成角的范围
是（0,π/2]，这就要求我们在计算出向量夹角余弦值后，
要根据异面直线所成角的范围进行合理调整。以正四面

体为例，在这个典型的几何图形中求异面棱所成角时，

这种向量方法就大显身手。我们要依据正四面体顶点和

棱的位置关系来确定异面直线的方向向量。正四面体具

有规则的几何结构，其顶点和棱的相对位置明确，这为

我们确定方向向量提供了便利条件。我们可以通过建立

简单的空间坐标关系，或者利用向量的加减法，根据已

知的正四面体边长等条件，准确地表示出异面直线的方

向向量。在确定了异面直线的方向向量后，接下来就可

以按照向量夹角余弦值的计算方法进行求解。这个计算

过程涉及向量的数量积公式以及向量模长的计算。在计

算过程中，要确保计算的准确性，特别是对于向量坐标

的运算和三角函数值的求解。根据异面直线所成角的范

围对计算结果进行调整。如果计算出的向量夹角余弦值

为负，那么异面直线所成角应该取其绝对值，因为异面

直线所成角是锐角或直角。这种利用向量求异面直线所

成角的方法，不仅在正四面体中适用，对于其他复杂的

立体几何图形，只要能准确确定异面直线的方向向量，

都可以用此方法求出异面直线所成角，为解决立体几何

中的角度问题提供了有力的工具。

2.2  求直线与平面所成角
在立体几何的研究中，求直线与平面所成角是常见

且重要的问题，而向量方法为此提供了便捷高效的途

径。第一，直线与平面所成角的求解关键在于利用直线

的方向向量和平面的法向量。直线方向向量表征了直线

的走向，平面法向量则垂直于平面，这两个向量之间的

关系为求解角度搭建了桥梁。具体而言，我们通过计算

直线方向向量与平面法向量夹角的正弦值，来获取直线

与平面所成角的正弦值。第二，在面对各种立体几何问

题时，首先要做的是依据图形中顶点、棱、面的复杂位

置关系确定直线方向向量和平面法向量。这一过程需要

对立体几何图形有清晰的认识。例如在三棱柱中，若要

求某条侧棱与底面所成角，我们可以根据三棱柱的几何

特征，以底面三角形的某个顶点为坐标原点建立空间直

角坐标系，进而通过各顶点坐标确定侧棱的方向向量，

再根据底面平面的性质求出其法向量。在更复杂的棱锥

结构中，同样需要深入分析棱锥顶点与各面、棱的位置

关联，从而准确地确定相应向量。第三，在确定了直线

方向向量和平面法向量后，便利用向量的数量积公式等

向量关系来计算夹角的正弦值。这其中涉及到向量坐标

运算，通过计算向量的模长和它们的数量积，代入公式

得到正弦值。有了正弦值后，再结合直线与平面所成角

的范围（通常为[0,π/2]），可以通过反三角函数求出直
线与平面所成角的具体值。这种基于向量的求解方法，

将原本抽象、依赖空间想象和复杂几何关系推导的直线

与平面所成角问题，转化为了具体的向量运算。它极大

地降低了问题的难度，避免了繁琐的几何构造和推理过

程，使得求解直线与平面所成角这一问题变得更加容易

和直观，无论是简单的几何模型还是复杂的立体图形，

都能发挥其优势。

2.3  求二面角
2.3.1  法向量法
在求解二面角的问题中，法向量法是一种极为重要

的手段。通过两个平面的法向量来确定二面角，这种方

法为复杂的二面角求解带来了清晰的思路。首先需要求

出两个平面的法向量。在棱柱、棱锥等不同的几何图形

中，要根据各自的图形特点来建立合适的空间坐标系。
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例如在长方体棱柱中，可以利用其棱与面的垂直关系，

以某个顶点为原点，棱所在直线为坐标轴建立坐标系。

对于三棱锥，可以根据底面三角形的特殊性质（如直角

三角形的直角顶点等）来确定原点和坐标轴方向。在建

立好坐标系后，依据平面内向量的关系求出平面的法向

量。求出两个平面的法向量后，接着计算它们夹角的余

弦值。这里有一个关键的问题需要注意，即计算得到的

法向量夹角余弦值并不一定就是二面角的余弦值。因为

法向量的方向有两种可能，所以这个余弦值可能与二面

角的余弦值相等，也可能互为相反数。这时，就需要根

据二面角是锐角还是钝角来判断。可以通过观察图形，

在二面角内找一个特殊点，看这个点相对于两个法向量

的位置关系，或者根据两个平面在空间中的大致位置关

系来确定。这种法向量法在处理复杂的二面角问题时，

优势明显。它无需像传统方法那样构建复杂的几何辅助

线，也不需要去推导大量复杂的几何关系，大大简化了

求解过程。

2.3.2  面积射影法（当已知一个面在另一个面上的射
影时可用）

面积射影法在求解立体几何中的二面角问题时，提

供了一种独特且有效的解决途径，特别是在已知一个面

在另一个面上的射影的情况下，该方法的核心在于利用

射影面积与原面积之间的比值关系，来求解二面角的余

弦值[4]。在实际应用中，面积射影法展现出其独特的优

势。当面对一些特殊的立体几何问题时，如一个平面与

另一个平面垂直相交，且其中一个面在另一个面上的投

影形状规则、面积易于计算时，这种方法就显得尤为实

用。通过计算投影面积与原面积的比值，我们可以直接

得出二面角的余弦值，从而快速求解出二面角的大小。

使用面积射影法求解二面角的过程中，首先需要建立适

当的坐标系，并根据已知条件确定图形中各点的坐标。

接着，利用这些点坐标求出相关直线的方向向量和平面

的法向量等关键信息。在此过程中，要充分利用图形的

几何性质和已知条件，确保坐标和向量的准确计算。与

传统的向量方法相比，面积射影法避免了复杂的向量计

算和几何构造，使得求解过程更加简洁明了。同时，该

方法也充分利用了面积的比例关系，使得求解结果更加

准确可靠。在解决立体几何中的二面角问题时，面积射

影法为我们提供了一种更为高效和便捷的求解途径。

结语

综上，向量在高中数学立体几何中扮演着至关重要

的角色。它不仅简化了繁琐的证明过程，提高了证明效

率，还准确解决了立体几何中的各类角度问题。通过

向量方法，学生能以更直观、更生动的方式理解立体几

何，从而培养他们的空间想象能力和逻辑推理能力。掌握

向量方法在立体几何中的应用，不仅能够提升学生的数学

素养，还能为他们未来的学习和职业发展奠定坚实的基

础。因此，这一方法的学习和应用具有深远的意义。
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