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利用马尔可夫链分析多次试验下的状态转移概率

陈希超� 袁� 超
威海经济技术开发区博思高考教育培训学校� 山东� 威海� 264209

摘� 要：马尔可夫链核心是“无记忆性”，即未来状态仅依赖当前状态，与过去无关，是分析预测动态系统的强大工具。

本文探讨如何用马尔可夫链理论对多次独立试验下的状态序列建模，分析状态转移概率。先阐述其基本概念、数学定

义及状态空间、一步转移概率矩阵等核心要素；接着论述从有限观测数据中估计转移概率的方法，如最大似然估计法，

还讨论数据稀疏性挑战及平滑技术等解决方案；随后推导多步转移概率计算原理，引入查普曼-柯尔莫哥洛夫方程并展
示计算过程；探讨其长期行为，包括稳态分布相关内容及状态分类；最后通过案例展示应用流程与价值。研究表明，

它为理解量化状态转移规律提供严谨高效直观框架，有重要指导意义。
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引言

现实世界中，众多领域存在随时间演变的动态系统，

它们在不同时刻呈现不同状态，如金融市场的股价涨跌、

气象学的天气变化等。理解并预测状态转换规律对科学决

策和风险控制很关键，但状态转移因系统内部复杂和外

部不确定而具强随机性。为建模分析这类随机现象，概

率论发展出“随机过程”分支，其中马尔可夫链因假设

简洁、表达能力强而突出。它由俄国数学家马尔可夫于

1906年提出，核心“无记忆性”思想降低模型复杂度，可
用转移概率矩阵描述复杂系统。实际应用中，我们常通过

观测得到状态序列，却难直接知晓系统内在转移规律。如

何基于有限观测数据推断验证马尔可夫性质、估计转移概

率并预测未来状态，是本文核心研究问题，将构建完整

分析框架提供方法论。

1� 马尔可夫链的基本理论

1.1 定义与核心性质
一个离散时间马尔可夫链（Discrete-Time Markov 

Chain, DTMC）是一个随机过程 nX ,n 0,1,2,= …，其中Xn

表示系统在时刻n所处的状态。该过程满足马尔可夫性质，
其数学表述如下：

n 1 n n 1 n 1 0 0 n 1 nP(X j | X i, X i ,..., X i ) P(X j | X i)+ − − += = = = = = =

对于所有状态 0 n 1i, j, i ,..., i −和所有时间点n≥ 0均成立。
这意味着，在已知当前状态Xn = 1的条件下，系统在下一

时刻转移到状态j的条件概率，与系统是如何到达状态 i的
历史路径完全无关。若上述转移概率不随时间n变化，则
称该马尔可夫链为时齐的。本文后续讨论均默认指时齐

马尔可夫链，这是最常见也最具实用价值的情形[1]。

1.2 核心构成要素
一个完整的马尔可夫链模型由以下三个核心要素构成：

状态空间：记为 1 2 mS s ,s ,...,s= ，是系统所有可能状态

的集合。本文主要讨论有限状态空间的情形。

初始状态分布：记为 0 0 0 0
1 2 mπ π ,π ,..., π =  ，其中

0
i 0 iπ = =

i 0 iP X s= = 表示系统在初始时刻0处于状态si的概率。

一步转移概率矩阵：这是马尔可夫链的核心。记为

P = [Pij]m×m，其中元素Pij定义为：

ij n 1 j n ip P(X s | X s )+= = =

即从状态si在一步之内转移到状态sj的概率。由于这是

一个概率分布，转移矩阵P具有以下基本性质：一是非负性：

对所有i,j,有pij≥ 0。二是行和为1：对每一行i，有
m

ij
j 1

p 1
=

=∑ 。

满足这两个性质的矩阵被称为随机矩阵。

2 基于多次试验的转移概率估计
在实际应用中，转移概率矩阵P通常是未知的。我们

需要通过观察系统在多次试验或长时间运行中产生的状

态序列来对其进行估计。

2.1 最大似然估计法
假设我们通过观测得到了一个长度为N+1的状态序列：

0 1 2 NX , X , X , , X… 。我们可以统计从状态si转移到状态sj的次

数，记为nij。同时，统计系统处于状态si的总次数（即作

为转移起点的次数），记为
m

i ij
j 1

n n
=

= ∑ 。在马尔可夫链的假

设下，观测到该序列的似然函数可以分解为各个转移事

件概率的乘积。根据最大似然估计原理，一步转移概率pij

的最优估计值 ijp̂ 为：
ij

ij
i

n
p̂

n
=

这本质上就是频率估计法，即用观测到的转移频率

来近似真实的转移概率。该估计量具有一致性和无偏性

等良好统计性质，尤其在样本量N足够大时效果显著。
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2.2 挑战与解决方案
然而，在实际操作中会遇到一些挑战：一是零频问

题：当状态空间较大或观测序列较短时，某些状态转移

可能从未被观测到（nij = 0），导致 ijp̂ 0= 。这在现实中可
能是不合理的，因为未观测到不代表不可能发生。二是

高方差：对于转移次数ni很小的状态，其转移概率的估计

方差会很大，结果不稳定。为了解决这些问题，可以采用

平滑技术。一种常用的方法是拉普拉斯平滑或加一平滑：

ij
ij

i

n 1
p

n m
ˆ

+
=

+

其中m是状态空间的大小。这种方法为每个可能的转
移都预设了一个虚拟的计数，有效避免了零概率的出现，

并能在小样本情况下提供更稳健的估计。

3� 多次试验下的多步状态转移分析

在掌握了单步转移规律后，我们自然关心经过多个

时间步长后，系统状态会发生怎样的变化。例如，在天

气模型中，我们想知道“如果今天是晴天，三天后的天

气情况如何？”

3.1 n步转移概率与查普曼-柯尔莫哥洛夫方程

定义 n
ijp 为从状态si出发，经过n步后到达状态sj的概

率，即：
n

ij k n j k ip P(X s | X s )+= = =

对于时齐马尔可夫链，该概率与起始时刻k无关。
查普曼-柯尔莫哥洛夫方程是连接单步与多步转移概

率的桥梁。它指出，要完成从i到j的m+n步转移，可以先
从i经过m步到达某个中间状态k，再从k经过n步到达j，并
对所有可能的中间状态k求和[2]：

m
m n m n

ij ik kj
k 1

p p p+

=

=∑
3.2 矩阵乘法视角
从矩阵角度看，n步转移概率矩阵P(n)恰好等于一步转

移概率矩阵P的n次幂：
P(n) = Pn

其中，P1 = P，P0 = I（单位矩阵）。因此，要计算任
意步长的转移概率，只需对转移矩阵P进行相应的矩阵乘
法运算即可。例如，在前述天气模型中，两天后的转移

概率矩阵为：

2 0.8 0.2 0.8 0.2 0.72 0.28
P P P

0.4 0.6 0.4 0.6 0.56 0.44
     

= × = × =     
     

这意味着，如果今天是晴天，两天后仍是晴天的概

率为72%。
3.3 系统状态分布的演化

设 n n n
1 mπ π , ,π = … 为系统在时刻n的状态概率分布向量，

其中 n
j n jπ P X s= = 。根据全概率公式，π(n)可以通过初始

分布π(0)和转移矩阵P计算得出：
π(n) = π(0)Pn

这为我们预测系统在未来任意时刻的整体状态分布

提供了直接的计算工具。

4 马尔可夫链的长期行为与状态分类
当试验次数或时间步长趋于无穷大时，马尔可夫链

会展现出其内在的长期稳定特性。理解这些特性对于把

握系统的最终归宿至关重要。

4.1 稳态分布（平稳分布）
一个概率分布向量 1 mπ π ,..., π= 被称为马尔可夫链的

稳态分布或平稳分布，如果它满足：

π = πP

并且
m

i i
i 1

π 1,
=

⋅ = ≥∑ πi≥ 0。这意味着，一旦系统的状态分

布达到π，那么在后续的任何时刻，其分布都将保持不变。
稳态分布代表了系统在长期运行下的平均行为。对于一个不

可约（即任意两个状态都可以相互到达）且非周期（即不存

在固定的循环周期）的有限状态马尔可夫链，其稳态分布π
存在且唯一，并且与初始分布无关。此时，无论系统从何种

状态开始，其状态分布π(n)都会随着n → 而收敛到π。
4.2 状态的分类
并非所有状态都具有相同的长期行为。根据其可达

性和返回特性，状态可以分为以下几类：

可达性：如果存在n≥ 0使得 n
ijp 0> ，则称状态sj从状

态si可达，记作 i js s→ 。如果两个状态互相可达，则称它

们互通。

闭集：一个状态子集C被称为闭集，如果从C中的任
何状态出发，都无法转移到C之外的状态。
吸收态：如果一个状态si满足pii = 1，则称其为吸收

态。一旦进入吸收态，系统将永远停留在该状态。吸收

态是闭集中最简单的情形。

瞬时态：如果从状态si出发，存在一个正的概率使得系统

在离开si后将永不返回，则称 si为瞬时态。在有限马尔可夫链

中，从任何瞬时态出发，最终都会以概率1进入某个常返类。
常返态：如果从状态si出发，系统将以概率1无限次

地返回si，则称si为常返态。一个不可约的有限马尔可夫

链中的所有状态都是正常返的。

理解状态的分类有助于我们判断系统是否会陷入某

个特定状态（如吸收态），或者是否会在一组状态之间持

续振荡[3]。

5� 经典例题

【例1】(2026·山东省临沂市·模拟题)在2026年央视春
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晚舞台上，多款智能机器人协同完成舞蹈、列队、翻转等高

难度表演.某实验室为测试A，B两种型号机器人的动作稳定
性，设计如下试验：每次独立执行一个动作，若某型号机器

人试验成功，则下一轮继续使用该型号机器人进行试验；若

试验失败，则下一轮更换另外一种型号的机器人进行试验。

已知A型号机器人试验成功的概率为 4
5
，失败的概率

为
1
5；B型号机器人试验成功的概率为

1
2，失败的概率为

1
2。

试验成功记1分，失败记0分，且第1轮使用A型号机器人。
记X为前3轮试验的总得分，求X的数学期望E(X)；
设Pn为第n轮试验使用A型号机器人的概率.
求数列{Pn}的通项公式;
记Sn为前n轮试验的期望总得分，求Sn关于n的表达式.

解：(1)若得分为0分，则3轮都失败，概率为
1 1 1 1 ;
5 2 5 50
× × =

若得分为1分，则3轮中只有1轮成功，概率为
4 1 1 1 1 1 1 1 4 21 ;
5 5 2 5 2 2 5 2 5 100
× × + × × + × × =

若得分为2分，则3轮中只有2轮成功，概率为
4 4 1 4 1 1 1 1 1 129 ;
5 5 5 5 5 2 5 2 2 500
× × + × × + × × =

若得分为3分，则3轮都成功，概率为4 4 4 64 .
5 5 5 125
× × =

1 21 129 64 1131( ) 0 1 2 3 .
50 100 500 125 500

∴ = × + × + × + × =E X

设第n轮试验使用A型号机器人为事件Mn，

则 ， ， ，

由全概率公式可得

，

所以 1 1 1
4 1 3 1(1 ) .
5 2 10 2− − −= + − = +n n n nP P P P

则 1
5 3 5( )
7 10 7−− = −n nP P ，

则数列
5{ }
7

−nP 是首项为 1
5 5 21
7 7 7

− = − =P ，公比为
3

10的等比

数列，

则 15 2 3( )
7 7 10

−− = n
nP ，

15 2 3( )
7 7 10

−∴ = + n
nP ；

设第k轮得分期望为Ek，则 14 1 5 3 3(1 ) ( ) .
5 2 7 35 10

−= ⋅ + − ⋅ = + k
k k kE P P 。

∴前n轮期望总得分为
1

3 3[1 ]
35 105 5 6 3[1 ( ) ]

37 7 49 101
10

n

n
n

n k
k

n nS E
=

 
−  
 = = + = + −

−
∑

【例2】(2026·河北省邯郸市·模拟题)甲、乙、丙三

人进行远程射击，命中目标的概率分别为
1
2，

1
2，

2
3
。现按

甲、乙、丙的顺序循环，由甲先射击，规则如下：若当

次射击命中，则下一次由接下来的第1个人进行射击；若
当次射击未命中，则跳过1个人，下一次由接下来的第2

个人进行射击。[4]

前3次射击结束，求丙未进行射击的概率；
若第n次由甲、乙、丙射击的概率分别为Pn，Qn，Rn
求Rn；
若前n次射击中，丙射击的次数记为Xn，求E(Xn)
【解析】解：设事件A为甲射击命中，事件B为乙射击

命中，

事件M为前3次射击结束，丙未进行射击，

那么 ，

所以前3次射击结束，丙未进行射击的概率为1
4；

，

又 ，所以 ，

化简得 ，

又R1 = 0，所以数列 是首项为
1
3

− ，公比为
1
2

− 的

等比数列，

所以 ，

则 ，

设变量Yk为第k次丙射击，则 ，

，

所以

6� 结语

本文阐述利用马尔可夫链分析多次试验下状态转移概

率的理论与方法，从基本定义出发探讨如何从观测数据估

计转移概率矩阵，解析多步转移概率计算机制，揭示其内

在稳定性和结构性质，并通过金融和气象领域实例证明其

实用价值。马尔可夫链以“无记忆”假设构建数学框架，

虽现实过程可能更复杂，但它仍是极佳起点和基准模型，

且是许多高级模型的理论基石。它本身应用广泛，在未来

的研究中，如何将其与其他机器学习技术结合，处理更高

维、更非线性的状态空间，是值得探索的方向。
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