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间接耦合混合量子-经典非谐振子的测度同步

徐�敏
西安邮电大学�陕西�西安�710121

摘�要：本文在耦合量子-经典混合系统中，以量子非谐振子系统作为中间桥梁，实现两个经典非谐振子通过量
子非谐振子产生间接耦合，研究其动力学行为。其中量子系统的动力学由薛定谔方程描述，经典系统动力学用哈密顿

正则运动方程表示，分别得出间接耦合下两经典系统非谐振子的相图、能量、平均能量和序参量的数值计算结果，同

时与直接耦合下的两经典非谐振子的动力学行为进行对比分析。结果表明相较于直接耦合，间接耦合下的两经典非谐

振子系统需要更大的耦合作用才能实现由非测度同步到测度同步态的转变。
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引言

同步现象广泛存在于自然界与科学界中，鸟群迁

徙、萤火虫的闪烁、心脏细胞搏动和蟋蟀的鸣叫，这些

都是与同步相关的自然和生命现象。同步的定义最早可

追溯到1665年荷兰物理学家惠更斯（Huygens），他在无
意间观察到安装在同一横梁上两个钟摆的同步[1]。

已经有研究证明，同步是耗散系统中一种典型的集

体动力学行为，即同步在保守系统中是不可能的。而

在保守哈密顿系统中，刘维尔定理防止了轨道的完全

坍塌，因此传统的完全同步不能出现。在1999年，由
Hampton和Zanette等人指出耦合哈密顿系统集体行为的一
般形式，他们在研究二维映射系统中发现它们表现出弱

同步的形式，并将其命名为测度同步[2]。这标志着同步研

究领域的一次重要突破，引发了对测度同步现象的广泛

关注。此后，进一步的研究展示了测度同步在不同系统

中的普遍存在，包括耦合φ4模型、Duffing模型以及Morse
振子等[3-6]。然而，这些研究主要集中在直接耦合的经典

系统中，而我们的研究专注于对间接耦合方式下耦合量

子-经典系统中测度同步的探索，为同步现象的理解提供
了新的视角。

近年来，量子-经典混合系统的研究备受瞩目，其在
量子信息处理、量子模拟和精密测量等领域中潜在的应

用引起了广泛关注，这类系统为科学家提供了一个独特

的平台，以深入探讨量子动力学和经典动力学之间的中

间领域。在这一研究背景下，耦合量子-经典系统的应用
研究已成为一个热门的研究领域。

本文的研究聚焦于间接耦合混合量子-经典非谐振子
中的测度同步问题。我们选用了一个由一个量子非谐振

子和两个经典非谐振子构成的系统作为我们的模型。通

过引入一个量子非谐振子，我们实现了两个经典非谐振

子之间的间接耦合，并仔细观察了系统的动力学行为。

与此同时，我们还将这种间接耦合的情况与直接耦合的

两个经典非谐振子进行了比较。通过对比分析，我们在

间接耦合方式下发现了耦合量子-经典系统中的两个经典
非谐振子的新现象。这些新发现有望为理解量子-经典混
合系统中的耦合行为提供新的见解，并为相关领域的研

究提供有价值的信息。

1��数值模型

这里我们把经典非谐振子系统b和经典非谐振子系统
c通过量子非谐振子系统a进行间接耦合，对系统进行动
力学分析，系统的总哈密顿量可以写为：

（1）
各非谐振子的哈密顿量为：

（2）

其中， 、Hb和Hc分别是量子非谐振子a、经典非
谐振子b的哈密顿量和经典非谐振子c的哈密顿量；ωa、
ωb和ωc分别是量子和两个经典哈密顿系统的固有频率，
λa、λb和λc分别代表量子和两经典振子的非线性参数，
需要注意的是，这里的哈密顿量都是经过无量纲化处理

的。各振子间的耦合哈密顿量可写为： ；

； ，其中， 、 和 分别

表示不同振子间耦合的哈密顿量， 、 和 为各振子

间的耦合强度。在该非谐振子系统中，我们设置参数

和 ，从而确保除了初始条

件和耦合强度之外的所有参数均保持一致。简言之，在

这种情况下，系统的运动状态仅取决于初始条件和耦合
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强度的设定。该模型对应的动力学方程分别为：

（3）
以及

（4）

方程（3）是描述量子系统振子动力学的方程，由薛
定谔方程进行表示，在数值计算中用Crank-Nicolson方法
来求解；而经典系统用正则运动方程（4）表示，采用四
阶龙格库塔法计算。

2��系统的动力学分析

由上文所述该系统的动力学状态仅与初始条件和耦

合强度有关，而我们所研究的是间接耦合两经典非谐振

子b和c的动力学，即我们需设置系统b和c之间的耦合强
度 ，非线性系数 ，系统的初始条件设定为：

。这里，设

置振子间的耦合强度 ，通过改变k的值观察其
对系统动力学的影响。为了更全面地了解系统的行为，

我们选择将整个系统的运动状态投影到一个二维的相平

面 上进行研究，这里 ，这使得我们能够
得到两个经典非谐振子在相空间中的轨迹演化结果。

图1��不同耦合强度下间接耦合两经典非谐振子的相图

黑色区域对应经典系统b，红色区域对应经典系统
c。其中耦合强度分别为：(a)k�= 0；(b)k�= 0.02；(c)k�=
0.028；(d)k�= 0.1。
图1展示了在不同耦合强度下两个经典非谐振子的相

空间演化轨迹，当k�= 0时，两振子的运动轨迹都是呈准
周期运动的封闭曲线。随着耦合强度的增加（k�= 0.02

k�= 0.028），两非谐振子的相空间轨迹逐渐扩展，由原来
的封闭曲线变为圆环，且彼此有相互接近的趋势。当k�=
0.1时，这两个振子的相空间区域变得相同，这意味着此
时它们拥有相同的测度，即系统达到了测度同步。

为进一步分析系统的动力学机制，这里我们研究了

系统的能量特性。两经典系统非谐振子的能量随时间的

变化关系表示为： ，其中i = b,c。
在图2中，我们显示了随着耦合强度的增加，两个经典
非谐振子能量随时间变化的关系。当系统的耦合强度很

小时，即k�= 0.01，此时两振子的能量随时间演化的曲线
Eb(t)和Ec(t)完全不相交，表明两振子各自具有独立的能量
变化范围。当耦合强度增大到k�= 0.028时，两振子的能
量虽不重叠但表现出相互靠近的趋势。随着进一步增大

耦合强度，即k�= 0.031时，此时两系统的能量曲线Eb(t)和
Ec(t)之间的差距再次缩小，甚至出现了部分重叠的现象。
持续增大耦合强度至k�= 0.04，如图2（d）所示，两经典
非谐振子的能量随时间演化曲线Eb(t)和Ec(t)出现相互交换
的现象，具有相同的能量变化范围。这种相互交换标志

着系统达到了测度同步状态。

图2��两振子的能量随时间变化

黑色曲线对应经典非谐振子b的能量Eb(t)，红色曲
线对应经典非谐振子c的能量Ec(t)。(a)k�= 0.01；(b)k�=
0.028；(c)k�= 0.031；(d)k�= 0.04。
为定量描述系统测度同步的转变，我们引入序参量

的概念并定义为：

（5）

首先将每个子系统的相平面划分为N×N个小单元，这
里选取N�= 50作为计算M的适当单元格数。然后分别计算
了这两个子系统的轨道演化到每个单元格(i,j)的次数，并

将它们定义为ni,j和 。这里，系数ci,j�= 0表
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示两个轨迹都不能通过单元(i,j)，否则ci,j�= 1。对于测度同
步状态，两个轨迹出现在相应单元格(i,j)中的平均次数应
该相等，使得M无限趋近于0，则0 < M ≤ 1表示系统不处
于测度同步状态。

图3显示了间接耦合和直接耦合方式下的序参量与耦
合强度的关系。开始时k�= 0，对应的序参量M�= 1，此时
两种耦合方式下的系统均处于非测度同步状态，当耦合

强度增大至临界点kc = 0.019时，直接耦合方式下系统的序
参量发生跃变，并在趋近于零的范围内波动，表明此时

直接耦合方式下的两经典非谐振子系统达到测度同步；

随后，当耦合强度继续增大至另一临界点kc = 0.032时，间
接耦合方式下的序参量也发生跃变至零附近波动，此时

间接耦合方式下的系统也达到了测度同步状态。该结果

再次验证了在间接耦合混合系统中，非谐振子达到测度

同步所需的临界耦合强度大于直接耦合方式下的情况。

图3��序参量M与耦合强度k的关系

间接耦合和直接耦合方式下的序参量变化分别用红

色和蓝色表示。

结语

在本研究中，我们将两个经典非谐振子通过一个量

子非谐振子进行间接耦合，深入分析了系统的动力学特

性。通过改变耦合强度，系统展现出相空间区域重合、

能量随时间的演化发生相互交换、系统的平均能量趋于

一致以及序参量趋于零的数值模拟结果，这些结果表明

间接耦合的方式也能够使系统达到测度同步状态。另

外，该研究证明了相较于直接耦合方式，间接耦合方式

达到测度同步所需的临界耦合值更大。
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