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充水橡胶坝坝袋曲线坐标推导与数值解法
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2.��武汉大学水利水电学院Ǔ湖北Ǔ武汉Ǔ430072

摘Ȟ要：充水橡胶坝坝袋曲线坐标的推导，一直以来是通过椭圆积分方法进行的，该方法的推导过程复杂、繁琐。

本文在两大假设的基本条件下，发现了离散方法可以得出较为准确的数值解，该数值解通过跟规范推荐值进行对比，误

差在合理范围内，并且推导过程较简便，在橡胶坝研究的过程中可以减少花费在坝袋曲线坐标推导的时间和精力。
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1��问题的提出

充水橡胶坝的计算理论，最初是由捷克学者Jiri Kalir
根据试验成果所建立的，目前国内研究在该理论基础公

式上进行简化和变形时出现了抄写或编印偏差[1]，在推导

过程中对某些细节的处理并不十分合理，以致于推导结

果最终需借助复杂、繁琐的椭圆积分进行处理。*

本文在尝试推导橡胶坝坐标参数的解析解时，发现

了离散法可以避开繁琐的椭圆积分，并且还可以得出离

散法对应的数值解，处理过程较椭圆积分法简单便捷。

2��基本假设

2.1  平面问题假设
中间坝段不受两端锚固影响，在相同的坝袋内水压

力作用下，充水后可视为形状相同，锚固反力和水压力

都垂直于坝轴线，且具有一定的分布形式，坝袋变形只

发生在与坝轴线垂直的平面内。

2.2  薄膜内力假设
坝袋厚度相对于坝袋长度和曲率半径可以忽略不

计，坝袋可以适应内外水压力而产生不同形状，该特性

类似于薄膜，坝袋材料只能承受均匀拉力作用，而不能

产生剪力和弯矩；忽略坝袋厚度和自重。

3��坝袋曲线坐标推导

坝袋充水后的形态如图1所示。A点为上游坝袋锚固
点，B点为设计高度坝顶，C点为下游水位线与坝袋曲线
交点，D点为下游坝袋锚固点。
坝袋受内外水压力共同作用。按照水压力荷载的叠

加原理，上、下游水压力和内部水压力合成后的分布形

式如图所示。上游AB段所受水压力呈矩形分布，方向为x
轴负方向；下游BC段所受水压力呈梯形分布，方向为x轴
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正方向；下游CD段所受水压力呈矩形分布，方向为x轴正
方向。AD段为坝袋贴地长度，在图中坐标系中分为上游
OA段和下游OD段。

图1��坝袋断面曲线坐标计算示意图

按照假设，坝袋曲线上任意一点的内力均为T，方向
均沿曲线的切线方向。如图2所示，B点处内力T的方向为
x轴负方向，D点处内力T的方向为与x轴正方向成θ角。选
择x轴方向进行受力分析∑Fx = 0，有

图2��坝袋断面内力计算示意图

压板锚固时θ = π时，坝袋内力T取得最小值

（1）上游坝袋曲线AB段和OA段

图3��上游坝袋曲线AB段和OA段
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如图3所示，上游坝袋曲线AB段内外水压力差为p = 
H0-H1，方向指向x轴负方向。根据薄膜理论，可以推得

由几何关系

上游坝袋曲线AB段长度SAB和OA段长度SOA分别为

（2）下游坝袋曲线BC段
如图4所示，下游坝袋曲线BC上任意一点P(x,y)，h

≤ y ≤ H1，内外水压力差为p = H0-y，方向指向x轴正方
向。点P处的内力为T，方向为切线方向，与x轴正方向成
θP角。

图4��下游坝袋曲线BC段
根据薄膜理论，有

故下游坝袋曲线BC段为变曲率弧线。
由坝袋曲线BP段x轴方向的静力平衡方程，有

化简，得

根据解析几何对斜率的定义k = tanθP = dy/dx，有微分
方程式

令a = (H0
2-h2)、b = (H0-H1)

2、t = (H0-y)
2，得t∈[(H0-

H1)
2,(H0-h)

2]，则点P的横坐标

该式理论上解析出来是一个关于变量t的函数关系
式，里面包含一个常数项。由点B处的坐标初始条件
B(0,H1)，代入上式可求出常数项，从而确定一个下游BP
段横坐标关于变量t的解析式，该式目前没有解析解，多
采用数值解法处理。

BC段上任取一段弧长微元ds，对应曲率半径为r，圆
心角为dφ，有几何关系式

同理，联立上式和sinθp解析式，有

由此式可知，BC段微元弧对应的角度是一个变化
值，随着纵坐标y的改变而变化。分析当P点与B点重合
时，曲率半径可视为无穷大，则对应的圆心角为0，代入
可以确定常数项C = 0。
由几何关系式，还可以求出曲线BP段弧长

该式解析出来是一个关于变量t的函数关系式，里面
包含一个常数项，代入点B处的坐标初始条件B(0,H1)，可

求出常数项，从而得出BP段弧长关于变量t的解析式，再
代入点C处的边界条件y = h，得

（3）下游坝袋曲线CD段和OD段
如图5所示，下游坝袋曲线CD段承受的水压力呈矩

形分布，且内外水压力差为p = H0-h，方向指向x轴正
方向。



93

水利电力技术与应用·2025� 第7卷�第17期

图5��下游坝袋曲线CD段和OD段

与AB段类似

下游坝袋曲线CD段为一段圆弧，对应的圆心为O2。

记C点和D点处的横坐标分别为xC和xD，由几何关系得

则CD段长度SCD和OD段长度SOD分别为

4��理论推导与规范值的对比

本文拟选取设计坝高H1 = 5.0m，下游无水，充水
水头H0 = 6.0m的情况进行对比，有：AB段圆弧半径R1

= 8.75m，圆心O1坐标(0,-3.75)；BC段上任意一点P(x,y)
对应的微元弧半径RP = 35/[4(6-y)]，对应的圆心角φ = 
2arcsin{[(6-y)2-1]/35}0.5。

按照本文方法，将H1 = 5.0m离散成20等份，Δy = 
0.25m，如图6所示。每等份的纵坐标为yi = H1-(i-1/2)Δy = 
5.125-0.25i(i = 1,2,…,20)；同理，将坝袋受到的梯形荷载
也离散成20等份，pi = H0-yi = 0.875+0.25i(i = 1,2,…,20)，
在每等份Δy中按照圆弧进行计算，则Ri = T/pi = 8.75/
(0.875+0.25i)(i = 1,2,…,20)，可逐段确定相应的圆心Oi，
得出BC段坝袋曲线的坐标；通过查阅SL 227-98《橡胶
坝技术规范》和GB/T 50979-2014《橡胶坝工程技术规
范》，得到充压比α = 1.20的下游坝袋曲线数据，见表1。

图6��橡胶坝坝袋曲线离散法计算示意图

表1��下游坝袋曲线坐标值及误差分析

y/H1 x/H1

P（规范值） Pi（推导值） 相对
误差
（%）x（m） y（m） x（m） y（m）

1.000 0 0 5.000 0 5.000 0
0.950 0.407 2.035 4.750 1.956 4.750 3.88
0.900 0.560 2.801 4.500 2.718 4.500 2.96
0.850 0.668 3.341 4.250 3.255 4.250 2.57
0.800 0.751 3.757 4.000 3.67 4.000 2.32
0.750 0.818 4.090 3.750 4.003 3.750 2.13
0.700 0.872 4.361 3.500 4.273 3.500 2.02
0.650 0.917 4.583 3.250 4.495 3.250 1.92
0.600 0.953 4.764 3.000 4.675 3.000 1.87
0.550 0.982 4.908 2.750 4.819 2.750 1.81
0.500 1.004 5.019 2.500 4.93 2.500 1.77
0.450 1.020 5.100 2.250 5.01 2.250 1.76
0.400 1.030 5.150 2.000 5.061 2.000 1.73
0.350 1.034 5.172 1.750 5.082 1.750 1.74
0.300 1.032 5.162 1.500 5.073 1.500 1.72
0.250 1.024 5.120 1.250 5.031 1.250 1.74
0.200 1.008 5.041 1.000 4.951 1.000 1.79
0.150 0.983 4.917 0.750 4.827 0.750 1.83
0.100 0.946 4.731 0.500 4.64 0.500 1.92
0.050 0.888 4.441 0.250 4.35 0.250 2.05

0 0.724 3.622 0 3.524 0 2.71

由表1中曲线坐标规范值和推导值可以看出，推导值
跟规范值之间的相对误差限在3.88%以内，说明本文理论
推导的曲线比较准确，结果误差在合理范围内。

5��结论

本文的理论推导值跟规范推荐值进行对比，可以确定

离散法处理曲线坐标积分关系式是可行的，避免了椭圆积

分的繁琐计算，减小了运算量，节省了时间和精力。
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